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Resumen

En este articulo se analiza el proceso que sigue un grupo de alumnos universitarios para determinar una equivalencia
logica. Para ello se analiza la actividad de dichos alumnos cuando resuelven en el aula de clases la tarea de
determinar si una expresion logica es logicamente equivalente a otra. Esto ha permitido describir el crecimiento,
progreso o evolucion de su comprension a través de los diferentes niveles de comprension siguiendo el modelo
propuesto por Pirie y Kieren. Las interacciones entre los alumnos les permiten avanzar desde el nivel de
Conocimiento Primitivo hasta el nivel de Observacion.
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Abstract

This article analyzes the process followed by a group of university students to determine a logical equivalence. The
activity of these students is analyzed when they solve, in the classroom, the task of determining whether a logical
expression is logically equivalent to another. This has made it possible to describe the growth, progress or evolution
of their understanding through the different levels of understanding, following the model proposed by Pirie and
Kieren. Interactions between students allow them to advance from the primitive knowledge level to the observation
level.
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Introduccion

El estudio de las demostraciones formales es fundamental para los estudiantes de carreras con fuerte carga
matematica. Entre otras cosas, es necesario formar adecuadamente el conocimiento de la naturaleza de las
demostraciones matematicas, y particularmente la nocion de Validez Logica, para lo cual es necesario el
conocimiento del concepto de Equivalencia Logica (Alfaro Carbajal, Flores Martinez y Valverde Soto, 2019). Por
ello es importante que los primeros cursos de carreras como Licenciatura en Matematica y Licenciatura en
Estadistica enfaticen la importancia del concepto de Equivalencia Logica.

El profesor formador de matematicos debe conocer los rudimentos de la evolucion de la comprension de un concepto
tan elemental. Por ello nos preguntamos, ;como se caracteriza la evolucion o el crecimiento de la comprension del
concepto de Equivalencia Logica en los alumnos de primer afio de carreras como las mencionadas?

Asi es como en este estudio se explora el crecimiento de la comprension del concepto de Equivalencia Logica en
un grupo de alumnos basandose en el modelo de Crecimiento de la Comprension Matematica de Pirie y Kieren
(1989, 1994).

Marco tedrico

Existen multiples aproximaciones al concepto Comprension (Meel, 2003). Una de estas aproximaciones es la base
del modelo de Pirie y Kieren (1989):

La comprension matematica se puede definir como estable pero no lineal. Es un fendmeno recursivo, y la recursion
parece ocurrir cuando el pensamiento cambia los niveles de sofisticacion. De hecho, cada nivel de comprension se
encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes. Cualquier nivel particular depende de las formas y los
procesos del mismo y, ademas, se encuentra restringido por los que estan fuera de é1. (p. 8)

El de Pirie y Kieren (1989) es un modelo de ocho niveles: Conocimiento Primitivo, Creacion de Imagen,

Comprension de la Imagen, Observacion de la Propiedad, Formalizacion, Observacion, Estructuracion, e Invencion.
Se han tomado las traducciones de Meel (2003). Ver Figura 1.

Figura I: Esquema del Modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994)

- Conocimiento

Primitivo
(CpP)
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A continuacion, se presentan brevemente las descripciones de los niveles:

«Conocimiento Primitivo» (CP) se refiere al conocimiento previo que el alumno tiene. Es el punto inicial,
posiblemente una gran cantidad de informaciéon que puede o no dar forma a la evolucion de la comprension. Esta
formado por todo lo que el estudiante sabe y puede hacer excepto el conocimiento sobre el concepto considerado.
Lo que el estudiante ya sabe sobre el concepto objeto de estudio forma parte del resto de niveles del modelo.

«Creacion de Imagen» (Crl) es el nivel donde se desarrollan las conexiones entre los referentes y los simbolos,
formando imagenes (no necesariamente pictoricas). Cuando el estudiante precisa de actividades concretas para
representar de algin modo el concepto matematico objeto de estudio, se encuentra en este nivel.

«Comprension de la Imageny (Col) es cuando se desarrollan las imagenes mentales. Si el alumno es capaz de utilizar
una construccion mental sobre el concepto sin necesidad de realizar actividades concretas o trabajar con ejemplos
particulares, el alumno se encontrara en este nivel.

«Observacion de la Propiedad» (OP) es cuando se desarrollan las propiedades que relacionan que Vinner (1983)
llama Imagen de Concepto. Es decir que se alcanza este nivel cuando el estudiante trabaja con las imagenes que ya
posee y es capaz de reflexionar buscando propiedades y tratando de generalizarlas.

«Formalizacion» (F) es cuando se forman propiamente las Definiciones de Concepto de Vinner (1983) donde las
definiciones generales proporcionadas por los estudiantes deben ser equivalentes a una definicion matematica
adecuada, aunque el lenguaje utilizado para describir el concepto no tiene necesariamente que ser un lenguaje
matematico formal. Es cuando el alumno tiene la capacidad de pensar sobre las propiedades ya generalizadas y
trabajar con el concepto como objeto formal, sin hacer referencia a una acciéon o imagen particular.

«Observacion» (O) es el nivel en el que el estudiante es capaz de observar, estructurar y organizar los procesos de
pensamiento personales y reconocer las ramificaciones de los procesos de pensamiento. Ademas es cuando puede
combinar las definiciones, ejemplos, teoremas y demostraciones para identificar los componentes, las conexiones y
los medios para cruzar en tales conexiones.

«Estructuraciony» (E) es cuando el estudiante puede explicar propiedades mediante un sistema axiomatico. En este
momento el estudiante es capaz de concebir las demostraciones de las propiedades asociadas al concepto.
«Invencion» (I) es el nivel en el que el alumno tiene la capacidad de liberarse del conocimiento estructurado que
representa la comprension total y puede crear preguntas totalmente nuevas que tendrian como resultado el desarrollo
de un concepto nuevo. Es decir, cuando el alumno es capaz de preguntarse ;qué pasaria si...?

Como describen Pirie y Kieren (1990, 1994), este es un modelo de naturaleza fractal, ya que los niveles externos

crecen en forma recursiva desde los niveles internos, pero el conocimiento a un nivel externo permite y retiene los
niveles internos. Los niveles externos se insertan y envuelven a los internos. Ver Figura 2.
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Figura 2: Naturaleza recursiva de los niveles del modelo de Pirie y Kieren

onocimiento
Primitivo
(CP)

Una caracteristica muy importante del modelo es el Redoblado (Pirie y Kieren, 1994). Cuando el alumno se
encuentra con un problema cuya solucion no se puede encontrar en forma inmediata, es necesario volver a doblar
para llegar a un estrato mas interno y luego extender la comprension actual e inadecuada a partir de ahi. Esto provoca
la re-examinacion de la comprension de forma diferente a como se hizo previamente.

Otra caracteristica del modelo son los Limites de Falta de Necesidad (Pirie y Kieren, 1994). Estos limites ocurren
cuando el estudiante pasa a una comprension mas elaborada y estable que no requiere necesariamente los elementos
de los estratos mas bajos. Estos limites son tres: (a) entre los niveles Creacion de Imagen (Crl) y Comprension de
la Imagen (Col), (b) entre los niveles de Observacion de la Propiedad (OP) y Formalizacion (F), y (c) entre los
niveles de Observacion (O) y Estructuracion (E). Estos limites pueden verse en las Figuras 1 y 2 como lineas
divisorias mas gruesas.

Este modelo se ha utilizado en multiples investigaciones para explorar y caracterizar la comprension de diferentes
conceptos matematicos.

Meel (2003) hace una revision de la evolucion reciente de algunos marcos teoéricos sobre la comprension
matematica, como las teorias de Pirie y Kieren (1989, 1990, 1992, 1994), la APOE de Dubinsky (1991), Dubinsky
y Mcdonald (2001), los obstaculos cognitivos de Cornu (1991) y Sierpinska (1987) sobre el concepto de limite, la
definicion de concepto e imagen de concepto de Tall y Vinner (1981), y Vinner (1983, 1991), las representaciones
multiples de Kaput (1985) y sobre las concepciones operacionales y estructurales de Sfard (1991). Principalmente
el articulo analiza y compara las definiciones de Comprension Matematica propuestas por el modelo de Pirie y
Kieren y el de Dubinsky, que segiin Meel (2003) son ambos de origen constructivista.

La tesis doctoral de Gallardo Romero (2004) analiza la comprension del conocimiento del algoritmo estandar para
la multiplicacion de nimeros naturales en estudiantes de primaria utilizando dos modelos, uno de ellos es el de Pirie
y Kieren (1989, 1994).

El articulo de Martin (2008) desarrolla en mayor profundidad el marco teérico del proceso de redoblado, que es
clave en el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994).
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La tesis doctoral de Villa Ochoa (2011) estudia la comprension de la tasa de variacion de funciones reales en un
curso de precalculo como una manera de ofrecer una interpretacion variacional de la derivada antes de estudiar el
concepto de derivada, utilizando este modelo.

Los articulos de Codes Valcarce, Delgado Martin, Gonzéalez Astudillo y Monterrubio Pérez (2013) y Delgado
Martin, Codes Valcarce, Monterrubio Pérez y Gonzalez Astudillo (2014) estudian la comprension por parte de
estudiantes universitarios del concepto de serie numérica y otros conceptos asociados, como limite, infinito y sumas
parciales, utilizando también el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994).

Mas recientemente, Plazas Alvarado (2020) reporta el uso el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994) para desarrollar
una unidad didactica sobre el calculo de areas de regiones delimitadas por sectores circulares y cuerdas de
circunferencia en un curso de geometria para estudiantes de ingenieria.

Carmona Correa (2020) en su tesis de maestria realiza un estudio de casos en alumnos de quinto grado de primaria
sobre su comprension de los conceptos de paralelismo y perpendicularidad basandose en el modelo de Pirie y Kieren
(1989, 1994). En este estudio hubo tres grupos con avances diferentes, unos lograron llegar al nivel de Creacion de
Imagen (Crl), otro logro llegar al nivel Comprension de la Imagen (Col), y un tercer grupo logro llegar al nivel de
Observacion de la Propiedad (OP). Con esto se muestra que los resultados individuales de la comprension de
conceptos matematicos, incluso sencillos, son bastante heterogéneos a pesar de tratarse de un mismo grupo de
alumnos mas o menos homogéneo.

Angulo Vergara, Arteaga Valdés y Carmenates Barrios (2020) analizan tedricamente la relacion entre los modelos
de desarrollo de razonamiento geométrico de van Hiele y de comprension de conceptos matematicos de Pirie y
Kieren (1989, 1994) con el nivel de desarrollo del lenguaje y del pensamiento de los alumnos de primaria.

Metodologia

En este estudio se analizan las conversaciones grabadas de unos alumnos universitarios de primer afio mientras
resuelven una serie de ejercicios de equivalencias l6gicas. La grabacion fue transcrita y analizada posteriormente
para identificar cada intervencion junto con el avance logrado en la demostracion hasta ese momento y el nivel de
comprension del concepto segiin el modelo de Pirie y Kieren.

En las clases teodricas se ha explicado previamente los fundamentos de la 16gica proposicional, identificacion de
proposiciones, los conectivos logicos, conversion de representacion verbal a representacion simbolica (y viceversa)
de expresiones logicas, concepto de equivalencia logica, y propiedades del algebra de Boole o algebra proposicional
(leyes de DeMorgan, idempotencia, doble negacion, etc.) resumidas en la Tabla 1. En teoria todo esto forma parte
del Conocimiento Primitivo (CP) para el concepto de Equivalencia Logica.
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Tabla 1. Tabla de Equivalencias Logicas.

Doble negacion p©p
Leyes conmutativas (pvqg) e (qVp)
(pAg) e (gAp)
(peoq) e (qep)
Leyes asociativas [(pvgvrle[pVv(gVvr)]
[(pA@)AT] & [pA(gAT)]
Leyes distributivas [pv@Aar)]e[ve AV
[pA(@vn)] e [Ag V(AT
Leyes de pVp<=p
idempotencia PAp =P
Leyes de identidad pvOep
pAlep
Leyes de dominacion prvliel
pAN0S 0
Leyes de negacion pvVpel
pApe0
Leyes de De Morgan -(pvq) © (=pA—q)
~(pAg) © (apV )
Leyes de absorcion pV(pAg) ©p
pA(pvag Sp
Contrarreciproca -9 o (=g - -p)
Implicacién p-qe(EpVve
(-9 e (A
0 exclusivo @D @Vvar-(pArg)
Siy solo si peqgelp->9A(q-Dpl
peaelPrgV(=pAag)]
pede-(d

Fuente. Elaboracion propia.

El algebra proposicional se estudia en el primer ciclo del primer afio de la carrera de Licenciatura en Matematica y
Licenciatura en Estadistica en la primera unidad de la materia Logica Matematica. Los conocimientos previos de
los estudiantes antes de comenzar la unidad son los adquiridos en la educacion media.

La actividad fue disefiada para lograr que los alumnos, agrupados por afinidad, adquirieran una comprension mas
completa del concepto de equivalencia logica a través de la demostracion de que una cierta proposicion es
logicamente equivalente a otra. Para resolver la actividad, los alumnos disponian de sus apuntes de clase de la
materia, una tabla de resumen de las propiedades del Algebra de Proposicional (Tabla 1) previamente explicada, y
de asistencia de parte del profesor.
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Este ejercicio se llevo a cabo con todos los alumnos del curso, pero la grabacion solo contiene la discusion completa
de tres alumnos en primera matricula en la materia (es decir que es la primera vez que cursan la materia), que
estuvieron de acuerdo con dejar que el profesor los grabara con la condicion de mantener el anonimato.

El ejercicio era el siguiente:

“Demuestre por medio de la aplicacion de propiedades del Algebra Proposicional que se cumplen las siguientes
equivalencias logicas:

I (v A-p e -pAg

2 po2@-r)e@Ag -

3o v -orep@-ora@-r)

Resultados y analisis de resultados

Se analizan las conversaciones, los razonamientos expresados y las acciones realizadas, a la luz del modelo de Pirie
y Kieren (1989, 1994) de los alumnos A, B y C. Se han incorporado entre corchetes los niveles de comprension que
la conversacion induce a creer que tienen los alumnos en los momentos clave. También si incluyen las
intervenciones del profesor (P). Se dividira esta seccion segun los ejercicios que el grupo iba resolviendo
secuencialmente, luego de la conversacion de cada ejercicio se incluye una tabla con el procedimiento realizado por
los alumnos, y al final se presentara un grafico con los avances de cada alumno de acuerdo a cada ejercicio resuelto.

Ejercicio 1

Primero los alumnos proceden a leer el enunciado.

A: (Lee). — Demuestre por medio de la aplicacion ...

B: — Ah, tenemos que usar la tabla. [Se refiere a la tabla de propiedades del Algebra Proposicional (ver Tabla 1)]
[Cr]]

C: — ;La que nos dio el Profe? [CP]

B: —Si, esa.

C: — ¢No lo podemos hacer por Tablas de Verdad? [Col]

P: — No. En esta ocasion deben hacerlo usando las propiedades de la tabla (ver Tabla 1)

C: — Vaya.

B: — Veamos la tabla ... [CrI]

A: —Tenemos que partir de un lado de la doble flecha y llegar al otro lado, [se refiere al operador & que indica que
su operando izquierdo es logicamente equivalente al operando derecho] ;Verdad Profe? [Col]

P: — Asi es.

B: — El Profe nos dijo que normalmente deberiamos empezar del lado mas grande, [se refiere a partir del operando
del operador < con mas conectivos] ¢ Verdad? [Col]

P: — Casi siempre es mas facil asi.

A: — Entonces [partimos] del lado izquierdo. [Se refiere a la expresion (p V q) A —p]

C: — (Y qué propiedad tenemos que aplicar? [CP]

A: — Distributiva [F]

B: — Pero primero Conmutativa. [Crl]

A: —Si, es cierto. Primero la Conmutativa. [Consciente que sus compafieros necesitan ver paso a paso| Entonces
(Vg A—-p e —pA(pVQq).[escribe el primer paso justificado por la propiedad Conmutativa para darle la forma
que tiene en la Tabla 1 la propiedad Distributiva]

B: — Ahora si podemos aplicarle la [propiedad] Distributiva. [CrI]

A: —Si. [lo escribe, es el segundo paso. Ver Tabla 2, paso 2]

C: — Pero se hizo mas grande... [CrI]

A: — Si, pero aqui podemos aplicar la ley de Negacion... y se va a simplificar. [Aplica ley Conmutativa y de
Negacion, ver Tabla 2, pasos 3 y 4] [F]
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B: - (Y ahora?

C: — «Cero [Falso] o otra cosa es otra cosay, ;verdad? [se refiere a la propiedad de Identidad] [Col]

B: — Si, ;pero no hay que darle vuelta? [se refiere a poner la expresion en el orden en que aparece en la Tabla 1,
pV 0 & p]. [Cr]

A: — Es cierto, no hace falta darle vuelta. Se puede aplicar asi, ;verdad Profe? [OP]

P: — Exacto, debido a que la disyuncioén y la conjuncion son conmutativas.

B: — Entonces ya estuvo. [lo sefiala en el papel] [OP]

A: — Aja, entonces aplicamos Identidad.

Tabla 2. Resumen de Procedimiento del Ejercicio 1.

Paso 1: (pvqg)A-p ©-pA(pVq) Conmutativa

Paso 2: S (=pAp)V(=p Distributiva
Aq)

Paso 3: S (PPA-p)V(—p Conmutativa
Aq)

Paso 4: S0V (apAq) De Negacion

Paso 5: o (ApAq) Identidad

Fuente: Navas (2022)

Ejercicio 2

B: — Ahora vamos con el [ejercicio] 2.

C: — Los dos lados tienen la misma cantidad de conectivos... [duda de qué lado partir] [CrI]

A: — Comencemos del lado izquierdo.

B: — Entonces Implicacion. [lo escriben. Ver Tabla 3, paso 1] [Col]

C: — (Y ahora?

A: — Hay otra implicacion. [Col]

C: — {Se puede asi? [duda ante el hecho de que el consecuente del resultado del paso 1 en la Tabla 3 no es una
proposicion simple] [CrI]

B: —Si, se puede.

C: — jAhh!! [lo escriben, ver Tabla 3, paso 2] [Col]

A:— (Y ahora qué hacemos? [los tres se quedan en silencio un momento] [Col]

B: — La r tiene que quedar al final, sola. [OP]

A: — Es cierto. [OP]

C: — ;Distribucion? [CP]

P: — No. La distribucion es de la disyuncion sobre la conjuncion, y de la conjuncion sobre la disyuncion. Y ahi las
dos son disyunciones.

B: — Entonces hay que agrupar la p con la q. [realizan el paso 3, Tabla 3] [Col]

P: — Si, hay que agruparlas, pero deben planificar hacia donde quieren llegar... y no aplicar las propiedades solo
porque si.

C:—Yoyavieso... [sehala el resultado del paso 3, Tabla 3] Esta en las de DeMorgan, pero esté del lado derecho.
[insintia que no se puede aplicar la propiedad «al revés»] [Crl]

P: — Pero hemos estudiado que las equivalencias logicas funcionan en ambas direcciones. Asi que también podemos
sustituir algo que tiene la forma del lado derecho [sefialando en la Tabla 1] por su correspondiente del lado
izquierdo.

A: — Entonces aplicamos DeMorgan. [realizan el paso 4, Tabla 3] [OP]

B: —Y ahora Implicacion otra vez. [lo escriben, ver paso 5, Tabla 3] [Col]

C: — Ah, ya. [Col]
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Tabla 3. Resumen de Procedimiento del Ejercicio 2.

Paso 1: p op-(aqVvr) Implicacion
- (q
- 7T)
Paso 2: © —pV(aqVr) Implicacion
Paso 3: S (=pVvagq)Vr Asociatividad
Paso 4: o a(pAg)Vr DeMorgan
Paso 5: S (pAg)-r Implicacion

Fuente: Navas (2022)

Ejercicio 3

A: — Hoy vamos con el tercero. [Dice emocionado]

C: — Con este también comenzamos por el lado izquierdo, ;verdad? [Col]

B: — Si, es mas corto. [O sea que tiene menos conectivos] [OP]

A: — Aqui hay que desarmar la implicacion. [Se refiere a convertir la implicacion en una disyuncion]

B: — Aja.

C: — O sea que aplicamos Implicacion, ;va? [Col]

A: — Cabal. [Lo escriben, ver paso 1, Tabla 4]

B: — Ahora [hay que aplicar] DeMorgan. [Ver paso 2, Tabla 4]

C: — Ahora si es para adelante. [Hace el gesto de movimiento hacia la derecha. Se refiere a aplicar la propiedad de
izquierda a derecha seglin la Tabla 1. Parece haber comprendido que pueden aplicarse las propiedades en ambas
direcciones] [OP]

P: —Si.

A: — Ahora distribuimos. [F]

C: — Pero de este lado, ;va? [Se refiere a que si se aplicara la distribucion por el lado derecho. Ver transicion del
paso 2 al 3, Tabla 4] [OP]

B: — Si, también se puede. [Sefiala la Tabla 1 y hace el gesto de movimiento en ambas direcciones con la mano
sobre la propiedad Distributiva] [F]

C: — Aja. [Asiente con la cabeza mientras ve lo que A escribio, el paso 3 de la Tabla 4] Y no importa que tenga
negaciones, ;verdad Profe? [F]

P: — Exacto. Esas [(=p A =q)] podrian ser expresiones compuestas mas grandes, 0 sea, con mas conectivos.

B: — ;Y ahora? Implicacion dos veces.

A: — Cabal. [Lo escriben, paso 4 de la Tabla 4]

C: —Y ahora del otro lado. [Se refiere a aplicar la definicion de Implicacion «al revés» al operando derecho de la
conjuncion del paso 4, Tabla 4. Es decir, de una disyuncion a una implicacion]

A: — Exacto. [Escriben el paso 5, Tabla 4]

P: — Muy bien.

A: — Profe. Este ultimo ejercicio [se refiere al enunciado del ejercicio 3] parece una distribucion de la implicacion
[se refiere al operador condicional] sobre el «o» [la disyuncion]. [O]

P: — Asi es, pero solo por el lado derecho. Habria que demostrar que también se pueda por el lado izquierdo. En una
materia [curso] posterior van a estudiar diferentes algebras, y algunas de ellas tienen propiedades distributivas sélo
por un lado, otras por ambos lados, y otras no tienen operadores con distributividad entre si.
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Tabla 4: Resumen de Procedimiento del Ejercicio 3

Paso 1: (pVvq) o a(pvgVr Implicacion
->r

Paso 2: S (apAag)Vr DeMorgan

Paso 3: & (apVr)A(agqVr) Distribucion

Paso 4: S pP-r)A(LqVr) Implicacion

Paso 5: S pP-r)A(@—-r1) Implicacion

Fuente: Navas (2022)

En la Figura 3 se presenta el resumen de los avances en los niveles de comprension de los tres alumnos analizados
segun el modelo de Pirie y Kieren (1989, 1994) incluyendo los procesos de redoblado.

Figura 3: Resultado del andlisis de la grabacion

Alumnos|

Esta investigacion ilustra como los alumnos se enfrentan a cuestiones aparentemente muy simples para la resolucion
de una actividad, como la identificacion del procedimiento de solucidon; coémo han recurrido a sus conocimientos
previos sobre las propiedades del algebra de proposiciones; como van aclarando la aplicacion de estas propiedades,
volviéndose conscientes de que pueden ser aplicadas de diferentes formas, e iniciando la capacidad de formular
estrategias de solucion.

Los estudiantes han realizado diferentes ejercicios que les han ayudado a crearse una idea matematica del concepto
(CrD). Una vez creada esta idea, se pueden liberar de las acciones concretas sin necesidad de recurrir a las
propiedades de la Tabla 1 para avanzar en la resolucion de la actividad (Col). Este proceso los lleva a darse cuenta
de que los objetos que estan manipulando, las proposiciones, tienen ciertas propiedades generalizables (OP) vy,
finalmente, recurren a algunas generalizaciones para resolver la actividad (F).

En este estudio, se ha constatado que este proceso no es lineal, no se asciende de un nivel de comprension del
conocimiento matematico inferior a otro superior acumulando informacion. Mas bien es una construccion recursiva
como indican Pirie y Kieren (1989, 1994) que implica necesariamente uno o mas «saltos hacia atras» (redoblados),
a formas mas sencillas de conocer los diferentes elementos matematicos en niveles interiores y que, apoyandose en
ellas, se puede seguir avanzando hacia niveles exteriores del modelo en el que el conocimiento se hace mas
sofisticado y también méas consolidado.
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Aunque los redoblados puedan parecer un problema cognitivo, en realidad son procesos importantes y necesarios
para lograr un avance hacia una forma mas consolidada de comprension matematica, ya que permiten ir
«rellenando» y/o complementando aspectos conceptuales y procedimentales que no estaban bien afinados
previamente.

Ademas, se pudo constatar que luego de estos procesos de redoblado, aunque sélo regresaran al mismo nivel, en
realidad habia ocurrido un aprendizaje, mas estable a partir del cual se puede seguir avanzando.

Algunos redoblados fueron mas exitosos y efectivos gracias a la confirmacion de algunas dudas de los alumnos por
parte del profesor, y otros gracias a la seguridad mostrada por alguno de los alumnos mas aventajados.

También se observa que en un grupo de trabajo el hecho de que los diferentes miembros alcancen niveles de
razonamiento distintos y a diferente ritmo es algo normal (igual que en la tesis de Carmona Correa (2020)), asi
como que las dudas y los fallos en la comprension de alguno de los miembros conduzcan a un redoblado hacia
niveles inferiores en la compresion del conocimiento, a los que se ven arrastrados otros miembros del grupo.

Conclusiones

Se encontrd que los alumnos transitan un proceso que no es lineal para alcanzar la comprension. Se observa que es
un proceso en el que no se asciende de nivel en nivel acumulando conocimiento o informacion, y tal como apuntan
Pirie y Kieren (1989) es un proceso de naturaleza recursiva, en la que se dan los procesos de Redoblado, que les
permite a los alumnos sofisticar y consolidar su conocimiento y sus habilidades.

Es importante en este tipo de actividades, orientar a los alumnos de la manera apropiada para no impedir que los
alumnos transiten los redoblados. Tal como ocurri6 en la investigacion de Codes Valcarce y otros (2013), en general
hay que dejar que los alumnos resuelvan por si mismos algunos conflictos cognitivos y no darles directamente la
solucion, ya que esto impidié que algunos de sus alumnos realizaran el redoblado exitosamente.

Ademas, se observo que todos los alumnos vivieron un transito a diferente ritmo por los diferentes niveles de
comprension.

Es importante seguir investigando el proceso de comprension de conceptos fundamentales como las Equivalencias
Légicas, los Argumentos Logicos sin y con Cuantificadores para mejorar los procesos de ensefianza de algunas
herramientas fundamentales de la matematica como lo son las demostraciones formales. Particularmente las
equivalencias logicas tienen sus complicaciones debido a las dificultades cognitivas inherentes de algunas
propiedades del algebra proposicional, como las de DeMorgan (Macbeth, Sosa y Genovese, 2010).

Coincidimos con Pirie y Kieren (1989) en que estudiar la comprension de un concepto por parte de los estudiantes
es un proceso muy dificultoso y dificil de generalizar debido a que son necesarias las entrevistas (y no sélo los
examenes tradicionales) para poder descubrir la cambiante comprension de los alumnos.
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