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Resumen:

Los juegos de azar son un referente historico que sigue vigente en la ensefianza y el aprendizaje de la probabilidad.
A inicios del renacimiento, un filésofo llamado Caballero de Méré propuso lanzar un dado cuatro veces consecutivas
y apostar a que saldria por lo menos un seis. En esa época la correspondencia que sostuvieron Pascal y Fermat para
resolver este problema dio origen a lo que llamariamos teoria de la probabilidad. En la presente investigacion, se
ha elegido el problema de los dados de Mer¢ para ser resuelto por un grupo de estudiantes universitarios. El objetivo
es clasificar el tipo de razonamiento estadistico con base a los cuatro primeros niveles de la escala de SOLO
(StructureofObservedLearningOutcomes). El analisis de las producciones de los estudiantes nos ha permitido
observar que existe un razonamiento erroneo para resolver este tipo de problemas.

Palabras clave: azar, razonamientoestadistico, dados, probabilidad

Abstract:

Games of chance are a historical reference that is still used in teaching and learning probability. Early in the
Renaissance, a philosopher named Chevalier de Méré proposed rolling a dice four consecutive times and betting
that at least a six would come up. At that time, the correspondence between Pascal and Fermat to solve this problem
gave rise to what we would call probability theory. In this research, the Mere’s dice problem has been chosen to be
solved by a group of university students. The objective is to classify the type of statistical reasoning based on the
first four levels of the SOLO (Structure of Observed Learning Outcomes) scale. The analysis of the students’
productions has allowed us to observe that there is an erroneous reasoning to solve this type of problem.
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Introduccion

La historia de la probabilidad es atemporal y permanece vigente cada vez que comenzamos un nuevo curso como
profesores en cualquier nivel educativo. Los juegos de azar son constantemente evocados, no solo para generar
dinamismo en la clase, sino porque han sido motivo del desarrollo del razonamiento estadistico. De acuerdo con
Batanero et al., (2006, p. 1) “una mirada a la historia permite tomar conciencia de que los objetos probabilisticos
no son inmutables, sino fruto del ingenio y construcciéon humana para dar respuesta a situaciones problematicas”.
Los autores aseveran que un proceso muy parecido se desarrolla en el aprendizaje de los estudiantes que deben
construir su conocimiento gradualmente a partir del error y el esfuerzo.

Segun Basulto y Camufiez (2007), el problema del azar en general es una buena excusa para que distintos autores
de diferentes épocas se involucren en las situaciones azarosas y aporten sus soluciones y experiencias y su vision
de la probabilidad. Aunado a ello, Batanero (2005) sugiere que plantear problemas relacionados con el azar a los
estudiantes nos permite analizar las posibles dificultades y razonamientos incorrectos. La importancia de identificar
los razonamientos estadisticos queda en evidencia en investigaciones como la de Inzunsa y Jiménez (2013) sobre
prueba de hipdtesis; o bien en la de Garcia-Garcia et al., (2020) sobre variacion. En estos estudios se identifican que
tanto estudiantes como profesores alcanzan un razonamiento estadistico en el nivel preestructural; lo que implica
que poseen o aplican informacion aislada sin comprender lo que estan haciendo.

Por tal motivo, en esta investigacion se presenta el problema del Caballero de Méré a un grupo de 28 estudiantes de
la carrera de sistemas computacionales de una universidad mexicana para que otorguen una solucion a priori (antes
de llevar un curso de probabilidad). El objetivo general es realizar una clasificacion del tipo de razonamiento
estadistico al resolver una paradoja de la historia. Ademas de identificar algunas de las causas de un razonamiento
incorrecto para contrarestarlos con la contribucion de argumentos que sean utiles para mejorar la clase de
probabilidad.

Elementos historicos sobre probabilidad

En los juegos con el dado, el jugador desea hacer un andlisis acerca de la posible o no ocurrencia de un suceso con
el objetivo de valorar a priori sus posibles ganancias (Mateos y Aparicio, 2002). El calculo de las predicciones
correctas tarddo muchos afios en llegar. A finales de la Edad Media, los grandes pensadores de la historia intentaron
resolver juegos de dados relacionados con el azar, no solo basandose en creencias sino en posibilidades.

El desarrollo y primeros fundamentos del calculo de probabilidades para los juegos de azar se produjo durante los
siglos XVI y XVII (Mateos y Aparicio, 2002), con autores como Blaise Pascal (1623-1662) y Pierre de Fermat
(1601-1665). En el afio 1654, Blas Pascal viajaba con un jugador conocido como el Caballero de Méré, quien
ademas de ser un hombre ilustrado era un apasionado por los juegos de dados y cartas (Restrepo y Gonzalez, 2003).
Este caballero tenia la creencia de que el comportamiento de los dados era diferente cuando se utilizaba un dado
que cuando se empleaban dos dados. Este problema estuvo presente en la correspondencia entre Pascal y Fermat.

Entre las cartas que se conservan se encuentra una referencia a la situacion, sin solucion alguna por parte de uno ni
de otro (Basulto y Camuiiez, 2007); sin embargo, se entendia que ambos conocian la solucion y que no querian
perder el tiempo con ello. En concreto, el problema se encuentra en la carta que Pascal envio a Fermat el 29 de julio
de 1654, donde hay evidencia que habia sido propuesto por el Caballero de Méré amigo de Pascal (Basulto y
Camumez, 2007). Mas adelante, en la solucién de problemas con juegos de azar, discutidos por Pascal y Fermat en
su correspondencia origina la definicion clésica de la probabilidad (Batanero et al., 2021).

Marco tedrico

En el desarrollo de la inferencia estadistica y el incremento de experimentos aleatorizados en distintas
investigaciones, se tiene que la probabilidad ha adquirido relevancia en distintas areas profesionales y cientificas
(Hernandez et al., 2021). Segun Leon et al. (2020), aprender probabilidad contribuye a desarrollar un pensamiento
critico, aplicable a diversas situaciones de la vida cotidiana y profesional.
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No obstante, prevalecen algunas lagunas en su enseflanza y aprendizaje. Por ejemplo: la probabilidad se estudia
como un conjunto de procedimientos de céalculo sin considerar que su aprendizaje implica un razonamiento nuevo
(Sanchez y Valdez, 2017); las investigaciones sobre las intuiciones que las personas tienen sobre la idea de juego
equitativo son todavia escasas (Hernandez et al., 2021); el curriculo profesional no contiene propuestas consolidadas
en cuanto a probabilidad y su ensefianza y no existe en el sistema educativo una tradicion de ensefanza de estadistica
escolar (Estrella, 2017); entre otros problemas que prevalecen.

Actualmente, algunos docentes con experiencia en el area estadistica se han dedicado a responder la pregunta de
(como hacer que el estudiante aprenda a razonar estadisticamente? Una opcion es dejar a los estudiantes hacer
proyectos, ya que les permite experimentar con mayor amplitud la actividad estadistica y probabilistica. La
experiencia en el campo de la calidad y la investigacion en educacion han mostrado que la capacidad de pensar y
resolver problemas de los estudiantes puede mejorarse mediante marcos estructurados de forma adecuada (Wild y
Pfannkuch, 1999).

Al respecto, se considera que el pensamiento estadistico no esta aislado al razonamiento. El pensamiento estadistico
ha sido definido por Ben-Zvi y Garfield (2004) como la comprension de porqué y como se llevan a cabo las
investigaciones estadisticas y las ideas que de ellas subyacen y por Carnevalli et al. (2020) como un objetivo a largo
plazo, ya que debe pasar a formar parte de la logica corriente de quienes lo adquieren.

En un sentido transversal, el razonamiento estadistico ha sido un buen indicio para la investigacion en alumnos que
estudian probabilidad en todos los niveles educativos. Este se define como lo que hacen las personas al razonar con
ideas estadisticas y dar sentido a la informacion que reciben (Ben-Zvi y Garfield, 2004). En el campo de la
probabilidad, el razonamiento estadistico puede combinar ideas acerca de los datos y el azar (Estrella, 2017).
Ademas, se han realizado propuestas que propicien el razonamiento estadistico como la creacion de ambientes de
aprendizaje; éstas proponen una combinacion de materiales, actividades, discusion, evaluacion, entre otras (Ben-
Zvi, 2011).

Metodologia

La presente investigacion es un estudio cualitativo de caracter descriptivo acotado a una situacion determinada
(Guevara, 2020), basado en la metodologia de SOLO (Structure of Observed Learning Outcomes). Este modelo
consiste en presentar los conceptos y procesos usados por los estudiantes cuando realizan una tarea especifica.
Existe una propuesta genérica de Bills y Collins (1982) de la cual han surgido algunas adaptaciones como la de
Isunza y Jimenez (2013) para el uso de las pruebas de hipotesis y mas recientemente en 2022 por Rodriguez et. al
para el uso de la Regla Empirica en probabilidad. A continuacion se describen los sujetos de estudio, la actividad
(qué es resolver el problema 1) y se presenta la descripcion del modelo de SOLO aplicado al problema de los dados
del Caballero de Mére.

Sujetos de estudio

Los sujetos de estudio fueron 28 estudiantes de la licenciatura en Sistemas Computacionales que cursan tercer
cuatrimestre de la Universidad Politécnica de Zacatecas y estan inscritos en el curso de probabilidad y estadistica.
Cabe mencionar que la actividad se aplico al inicio del curso, es decir, ain no habian revisado los principales
conceptos de probabilidad. A la muestra de estudiantes se les propuso el problema del Caballero de Méré para que
lo resolvieran en parejas y se le pidio a cada equipo que registraran sus resultados en la Tabla 1.

Problema por resolver: andlisis a priori

Problema 1. Se necesitan dos personas para llevar a cabo la actividad (jugador 1 y jugador 2). El jugador 1 lanzara
un dado cuatro veces consecutivas y registrara sus resultados. Si el jugador 1 obtiene al menos un seis gana un peso,
en caso contrario lo pierde. Cada jugador cuenta con tres pesos. Si un jugador se queda sin dinero antes de 10
experimentos el juego termina.
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Tabla 1. Tabla para registro de 10 experimentos tirando 4 veces el dado en cada uno de ellos.

=

Tirada 1 Tirada 2 Tirada 3 Tirada 4

= [52|52| 50|80 (84 6= (&2 |

=

Fuente: Tabla para registro de resultados

Se pregunta a los estudiantes el saldo al final del juego. Y se les presenta la pregunta que se planteo el Caballero de
Méré: ;Cual es la probabilidad de obtener al menos un seis en 4 tiradas de un dado?

El problema se puede resolver de la siguiente forma:

El evento se denomina:

“sacar al menos un seis en 4 tiradas con un dado”

El evento contrario es:

“No sacar ningtin 6 en 4 tiradas con un dado”

O se puede pensar en 4 eventos:

A =No sacar un seis en la primera tirada del dado

B = No sacar un seis en la segunda tirada del dado

C = No sacar un seis en la tercera tirada del dado

D = No sacar un seis en la cuarta tirada del dado

Bajo este esquema, es posible resolver el problema utilizando la regla del complemento. Esta se emplea para
determinar la probabilidad de que un evento P ocurra restando de uno la probabilidad de que el evento P no ocurra.
Segtin Lind et al. (2008) esta regla es til porque a veces es mas facil calcular la probabilidad de que un evento
suceda, determinando la probabilidad de que no suceda y restando a 1 el resultado. Adicionalmente, se realizan 4
experimentos al lanzar el dado en 4 ocasiones que son independientes.

En el caso de 4 eventos independientes, A, B, C y D ocurran, se determina multiplicando las 4 probabilidades
utilizando la regla especial de la multiplicacion y la regla del complemento de la siguiente forma:

P(~A,B,CyD)=1- (5/6)(5/6)(5/6)(5/6) = 0.5254

Se esperan diferentes estrategias planteadas por los estudiantes y se realiza un analisis de los datos por medio de
items. Los items fueron disefiados para contemplar los cuatro primeros niveles del modelo SOLO. Con base en el
andlisis de las respuestas y la actividad desarrollada por los estudiantes se ubico a cada uno ellos en el nivel que le
corresponde (Tabla 3). De esta forma es posible caracterizar el razonamiento estadistico de los alumnos con base a
la propuesta realizada por Insunza y Jiménez (2013). Los conceptos que se evaluaron se derivan del analisis
combinatorio (incluye regla de la multiplicacion y combinaciones) segun las respuestas dadas.

El modelo detallado de SOLO permite presentar los conceptos y procesos utilizados por un estudiante cuando
resuelve una tarea especifica y puede ser clasificado en uno de los cinco niveles propuestos; sin embargo, dada la
complejidad de la paradoja del caballero de Mer¢, para un estudiante que no ha comenzado el curso de probabilidad
y estadistica solo se plantean 4 niveles. Existe una descripcion genérica, como se ha mencionado, de cada nivel:
modelo de Biggs y Collis (1982) y una adaptacion de Insunza y Jiménez (2013) para las pruebas de hipotesis. La
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tabla 2 muestra los niveles del modelo SOLO en su descripcion genérica aplicados a la solucion del problema de
los dados:

Tabla 2. Niveles del modelo SOLO aplicados a la solucion del problema de los dados del Caballero de Méré.

Nivel
(Modelo Bigg y Collis, 1982)

Nivel Preestructural

Nivel Uniestructural

Nivel Multiestructural

Nivel Relacional

Descripcion Genérica
(Insunza y Jiménez, 2013)

Los estudiantes no se enfocan en
aspectos relevantes de la tarea
que les ha sido planeada. Los
conceptos O  procesos  son
utilizados de forma simplista que
los conduce a cometer errores.
Pueden dejar la tarea sin resolver
por falta de comprension.

Los estudiantes se enfocan en
algiin aspecto relevante de la
tarea planeada o en alguna etapa
de la tarea, realizan alguna
conexiéon de un concepto o
proceso con otro. Son capaces de
desarrollar procesos simples.
Los estudiantes se enfocan en
mas de un aspecto relevante de la
tarea, pero no logran integrarlos
para obtener una solucion
correcta.

Los estudiantes integran todos
los aspectos relevantes de la tarea
como un todo coherente con
estructura y significado

-7 -

Descripcion en contexto de la
solucion del problema de los
dados

(Elaboracion propia)

Los estudiantes cometen errores
porque no entienden bien las
instrucciones que les da el
profesor.

Los estudiantes cometen errores
porque no tienen informacion
sobre los conceptos relacionados
con el azar.

Los estudiantes cumplen de
manera  correcta con las
instrucciones y llenan de forma
correcta las tablas.

Los estudiantes tienen algunas
nociones de probabilidad.

Los estudiantes observan que la
solucion del problema no es
equiprobable.

Los calculos realizados son
parcialmente correctos.

No logran integrar de forma
correcta todos los conceptos de
probabilidad que son necesarios
para resolver el problema.
Comete errores y no proporciona
una solucion correcta.

Los estudiantes son capaces de
recordar los principales
conceptos relacionados con la
regla de multiplicacion 'y
combinaciones estudiados en el
nivel medio superior.

Los estudiantes hacen calculos
correctos e incluso pueden llegar
a la solucion del problema.
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Resultados

Los resultados que se obtuvieron una vez que los estudiantes realizaron la actividad se dan a conocer en la Tabla 3,
donde se muestran los niveles de SOLO aplicados a la solucion del problema de los dados y se cruza la informacion
con los items derivados de la adaptacion genérica.

Tabla 3. Niveles del modelo SOLO aplicados a la solucion del problema de los dados del caballero de Méré por item y
nivel.

Nivel del Modelo SOLO relacionado con item

ftem Preestructural Uniestructural Multiestructural Relacional
0. Los Una pareja de
estudiantes no estudiantes se
entienden las queda en el nivel
instrucciones y preestructural.
no tienen
informacion
sobre conceptos
relacionados con
el azar.
1. Entiende las 13 parejas
instrucciones y completan la tabla
llena correctamente.
correctamente la
tabla de tiradas
de dados
2. No se Ninguna pareja
consideran considera
combinaciones al combinaciones al
momento de momento de
lanzar los dados lanzar los dados.
3. Calculos Los calculos de
parcialmente los estudiantes se
correctos resumen en la

tabla 4.

4. Presentan Aunque los

nociones de
probabilidad

5. Presentan una
solucion al
problema no
equiprobable
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calculos son
incorrectos todos
los estudiantes
presentan
nociones de
probabilidad
(tabla 4)

13 parejas de
estudiantes
consideran los
eventos de los
dados igualmente
probables al no
tomar en cuenta
las
combinaciones.
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6. Cometen El 100% de los

errores y no estudiantes

proporcionan presentan una

una solucion solucion

correcta incorrecta.

7. Consideran Ninguna pareja de
combinaciones al estudiantes
realizar sus considera las
calculos combinaciones.

8. Se hacen Ninguna pareja de
calculos estudiantes llega a
correctos y se la solucion

llega a una correcta.

solucion idonea

En la tabla 3, se hace una relacion del item a cada nivel del modelo SOLO. Al nivel preestructural le corresponde
el item 0, al nivel uniestructural 1, 2 y 3, al nivel multiestructural 4, 5 y 6 y finalmente al nivel relacional los item
7y8.

Analizando las respuestas se puede ver que ninguna pareja de estudiantes:

e Piensa en las combinaciones de los nimeros cuando intentan responder la pregunta planteada.
e Llega a la solucion correcta.
e Utiliza la regla de la multiplicacion para resolver el problema.

Por esta razon, se considera que ningun equipo alcanza el nivel de razonamiento 4 en la escala de SOLO (relacional),
los estudiantes alcanzan como maximo el nivel multiestructural. De manera complementaria se observa que cuando
al estudiante se le pide resolver el cuestionamiento del caballero de Méré: ;Cual es la probabilidad de obtener al

menos un seis en 4 tiradas consecutivas de un dado?, las respuestas, aunque similares son incorrectas (Ver Tabla
4).

Tabla 4. Respuestas al planteamiento del caballero Méré que dan 14 parejas de estudiantes.

Respuesta Numero de parejas

1/6 4

,Cual es la probabilidad de 4/24 4
obtener al menos un seis en 4 1.5% 1
tiradas consecutivas de un 51% 1
dado? 4/6 3
4 porque desconocemos los 1

dados

Conclusiones

Una caracteristica de los fenomenos aleatorios es la impredecibilidad del resultado de un experimento aislado,
aunque se puede predecir la distribucion de resultados en una serie mas grande de eventos independientes (Batanero
et al., 2021). Esta afirmacion podria ser un buen indicio para resolver el problema de los dados del caballero de
Meéré, debido a que algunos estudiantes observan que el comportamiento de los dados es distinto cuando se tira una
vez a cuando se tira en varias ocasiones y esto los incita a multiplicar. De hecho, cuando los estudiantes dicen que
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existe un total de 24 posibilidades es porque multiplican los 6 lados de un dado por 4, razonamiento incorrecto, pero
que tiene que ver con un numero mas grande de repeticiones.

La mayor parte de las parejas que resuelven el problema de forma erronea toman el enfoque clasico de probabilidad,
como si el dado se tirara solo en una ocasion. Los estudiantes que contestaron que la posibilidad era 4/6 no justifican
su respuesta. Se piensa, que debido a la experiencia con estudiantes que cursan probabilidad, el denominador hace
referencia a las seis caras del dado y que el numerador son las cuatro tiradas a las que tienen oportunidad.

Por tal motivo, se considera que el razonamiento estadistico de los estudiantes se encuentra en un nivel
preestructural, pues aunque llenan de manera correcta la tabla, para obtener la probabilidad solicitada lo hacen
aplicando de manera simplista el concepto de probabilidad clasica, méas como un proceso de utilizar un cociente de
numeros conocidos (6 por las caras del dado y 4 por los lanzamientos).

En conclusion, los estudiantes tienen una intuicion incorrecta y las nociones que tienen en la materia de probabilidad
no les ayudan a resolver este tipo de problemas que se han planteado a través de la historia. El razonamiento
estadistico se considera podria afinarse una vez que el estudiante adquiera elementos para dar solucion a los
problemas de probabilidad.

Una situacion que se observa es que los estudiantes ya llevaron un curso de probabilidad en el nivel medio superior
y que el conocimiento adquirido alcanza un nivel de razonamiento multiestructural en la escala de SOLO. Ningun
estudiante resuelve el problema de forma correcta y no se utiliza la idea de combinacion para poder dar solucion.
De esta manera, queda como responsabilidad al curso de probabilidad propuesto en los primeros afios de universidad
el reforzar los conceptos de la probabilidad que no fueron comprendidos en la etapa anterior. Por tal motivo, se
considera necesario plantear el mismo problema al finalizar el curso universitario. Una hipotesis deseable seria que
el estudiante podra resolverlo de manera correcta, ya que con los elementos de la teoria de la probabilidad tendra
las nociones para dar solucion y alcanzar un nivel de razonamiento relacional en la escala de SOLO. El profesor
por su parte, se considera debe poner en practica estrategias que propicien el razonamiento estadistico como propone
Ben-Zvi (2011) donde se combinen materiales, actividades, discusidon que ayuden al estudiante a razonar
estadisticamente.

Al respecto, se han realizado propuestas que propicien el razonamiento estadistico como la creacion de ambientes
de aprendizaje; éstas proponen una combinacion de materiales, actividades, discusion, evaluacion, entre otras, como
propone Ben-Zvi (2011).
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