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Resumen:

El articulo aborda la integracion del calculo en la educacién secundaria y la formacién docente, identificando
dificultades en el aprendizaje de conceptos como limite, derivada e integral. Propone la modelacion mediada
por tecnologia como alternativa metodolégica para abordar estas dificultades, fomentando la discusidn en torno
a la generacion de modelos y profundizando en la comprension conceptual del céalculo escolar. Desde una
perspectiva sociocultural, se reconoce que la matematica adquiere significado en diferentes contextos y se
resignifica a través de la modelacion. Los resultados indican que este proceso resignifica herramientas
matematicas, transformando la matematica escolar en un saber matematico escolar. La modelacion promueve
una evolucion en la comprension y aplicacion de la matematica, enriquecida por la interaccion entre contexto,
herramientas matematicas y experiencias del modelador, destacando su relevancia en la formacion docente.
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Abstract:

The article addresses the integration of calculus in secondary education and teacher training, identifying
difficulties in learning concepts such as limits, derivatives, and integrals. It proposes technology-mediated
modeling as a methodological alternative to tackle these difficulties, fostering discussion around model
generation and deepening the conceptual understanding of school calculus. From a sociocultural perspective, it
is recognized that mathematics gains meaning in different contexts and is re-signified through modeling. The
results indicate that this process reconfigures mathematical tools, transforming school mathematics into a
scholarly mathematical knowledge. Modeling promotes an evolution in the understanding and application of
mathematics, enriched by the interaction between context, mathematical tools, and the modeler's experiences,
highlighting its relevance in teacher training.
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Introduccion

El célculo escolar en Chile, incorporacion a nivel secundario y en formacion de
profesorado de matematica.

En Chile, los ultimos afios de educacion secundaria (tercero y cuarto medio), estan orientados
desde las bases curriculares vigentes desde el afio 2019, cuyas implementaciones se han
realizado progresivamente desde el 2020 para tercero medio y 2021 para cuarto medio
(MINEDUC, 2019a). Estas bases curriculares a nivel de matematica se proponen profundizar
en funciones, geometria 3D y pensamiento estadistico-probabilistico, ademas se incorporan
el pensamiento computacional, la programacién y los conceptos fundamentales de célculo
infinitesimal, limites, derivadas e integrales. Nuestro interés estd sobre estos ultimos,
asociados al céalculo escolar y que emergen como un programa curricular propio, denominado
“Limites, derivadas e integrales” siendo parte del plan diferenciado de matematicas para
tercero y cuarto medio.

La primera unidad del programa de “limites derivadas e integrales” (MINEDUC Chile,
2019b) se enfoca en las funciones, explorando diversas representaciones y la relacion entre
la composicion de funciones y la existencia de la funcion inversa. La segunda unidad se
centra en los limites de funciones, abordando su existencia tanto en el infinito como en un
punto, y su aplicacion en contextos matematicos y cotidianos. La tercera unidad introduce el
concepto de derivadas, permitiendo a los estudiantes modelar situaciones que involucran
cambios instantaneos y resolver problemas relacionados con el crecimiento, decrecimiento y
puntos criticos de una funcion. Finalmente, la cuarta unidad se concentra en las integrales,
explorando su aplicacion en el calculo de areas bajo la curva y la modelacion de fenémenos
en diversos contextos, con énfasis en el desarrollo de estrategias colaborativas para resolver
problemas no rutinarios.

A nivel de formacion inicial de profesores de matematica, los topicos asociados al célculo
escolar y que regulan la formacion de profesores de matematica en Chile, se presentan en el
documento “Estandares Pedagégicos y Disciplinarios para Carreras de Pedagogia en
Matematica”, realizado por el Ministerio de Educacion por medio del “Centro de
Perfeccionamiento, Experimentacion e Investigaciones Pedagogicas” (MINEDUC, 2021).
De forma especifica en el estandar sobre limites derivadas e integrales, se sefiala que a nivel
disciplinar, los futuros profesores de matematica deben comprender y aplicar nociones
fundamentales como limites, continuidad y derivabilidad de funciones. Utilizar estas
herramientas para resolver problemas variados, desde la determinacién de puntos criticos
hasta la modelacion de fendmenos que implican tasas de cambio y optimizacion. Ademas,
exploran el calculo integral, incluyendo el Teorema Fundamental del Calculo y su aplicacion
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en el calculo de &reas y volumenes. También estudian la convergencia de series y su
aplicacion en situaciones como el célculo de interes (MINEDUC, 2021).

Dificultades en la ensefianza del calculo escolar. Limites, derivadas e integrales.

Esta presencia a nivel curricular en términos del célculo escolar, de forma especifica de
limites, derivadas e integrales, nos invita a realizar una revision en la literatura en términos
de qué obstaculos, errores y dificultades se han detectado desde la investigacion en estos
objetos matematicos.

Hernandez-Suarez et al. (2017) resaltan que la ensefianza del limite se centra principalmente
en un enfoque algebraico, donde la simple sustitucion del valor de tendencia en la expresion
se presenta como Vvalida, pero los estudiantes encuentran dificultades al enfrentarse a
expresiones con limites factorizables. Ademas, se destaca el desconocimiento sobre la
evaluacion de la continuidad y la dificultad para determinar el tipo de discontinuidad. Por
otro lado, Medina y Rojas (2015) revelan que las concepciones erroneas de los estudiantes
sobre el limite se originan en obstaculos epistemoldgicos, manifestando imagenes mentales
no pertinentes y adoptando concepciones algebraicas finitistas estaticas. La Platay Malespina
(2019) aportan a esta problemética al evidenciar que los estudiantes carecen de una
comprension clara del limite finito de una funcion real de variable real, presentando errores
conceptuales, simbolicos y graficos.

En el concepto de derivada de igual forma se han detectado problematicas y obstaculos en el
proceso de aprendizaje, las investigaciones sefialan que, a pesar de una asimilacion adecuada
de procedimientos sistematicos, como el calculo de derivadas mediante su definicion como
limite, persisten errores y dificultades. Gonzalez-Garcia et al. (2018) evidencian problemas
en la operacion y simplificacion de expresiones algebraicas, dificultades para cambiar
estrategias de resolucion, incapacidad para analizar funciones en formato tabular o gréfico,
y confusion en la interpretacion geométrica de la derivada. Montiel (2005) destaca
innovaciones didacticas que buscan abandonar la visién algoritmica y estatica del concepto,
pero subraya la tendencia a centrarse en definiciones estaticas en lugar de abordar la actividad
que dio origen y significado a la derivada. Gutiérrez et al. (2017) resaltan que, aunque los
estudiantes muestran mecénica correcta en el célculo de derivadas, enfrentan dificultades
cognitivas y procedimentales al concebir la derivada como una razén de cambio, y presentan
problemas algebraicos y aritméticos en la aplicacion de reglas de derivacion.

Basandonos en los antecedentes expuestos, hemos identificado dos focos principales en los
que se centran los obstaculos, errores y dificultades en el aprendizaje y la ensefianza de los
elementos del calculo escolar, como los limites y las derivadas integrales. En primer lugar,
encontramos una discrepancia entre lo conceptual y lo procedimental, donde las
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investigaciones destacan una tendencia hacia lo procedimental en la ensefianza del célculo
escolar, descuidando la comprension conceptual de estos elementos. Por otro lado, se observa
que uno de los principales obstaculos en la ensefianza del célculo escolar radica en el enfoque
exclusivo en un solo tipo de registro, principalmente el algebraico, sin aprovechar otros
registros como el tabular, el gréfico o elementos propios de la modelacién matematica.

La modelacién matematica como metodologia para el aprendizaje del calculo escolar.

El estudio de Mejia et al. (2022) evidencia una mejora sustancial en la resolucién de
problemas matematicos de precalculo y calculo mediante la implementacion de la
modelacién matematica como estrategia didactica en la asignatura de Matematicas,
promoviendo un desarrollo equilibrado de las dimensiones de interaccion, matematizacion y
modelo matematico, sin diferencias notables en los resultados de las evaluaciones. Esta
investigacion sugiere que la modelacién matematica puede ser una metodologia efectiva para
abordar conceptos esenciales del calculo escolar. Por otro lado, el enfoque de Bravo y
Rodriguez (2020) sobre la formacion del concepto de integral doble a través de la modelacion
matematica respalda la eficacia de esta estrategia al facilitar la asimilacion de los contenidos,
promoviendo la implicacion y motivacion de los estudiantes, como destacan Pefia-Paez y
Morales-Garcia (2016). La conexion entre la teoria y la practica matematica emerge como
un aspecto fundamental en este proceso. Asimismo, Molina-Mora (2017) enfatiza la
efectividad de la modelacion matemaética en la ensefianza del calculo al contextualizar y
aplicar conceptos diversos, evidenciando una alta satisfaccion entre los estudiantes al abordar
la problemética inicial de desconocimiento de aplicaciones concretas de los contenidos del
curso.

La modelacién matematica en la formacion inicial de profesores de matematica.

La inclusion de la modelacion en la formacion docente muestra avances significativos, segin
Ortiz y Mora (2015), quienes destacan la adquisicién de una perspectiva funcional y la
identificacion de dificultades durante la planificacion. Huincahue et al. (2017) abogan por
una incorporacion explicita en la formacion inicial, promoviendo la experiencia practica
simultanea para adaptarse a demandas especificas. Forero (2020) destaca las oportunidades
que brindan las experiencias fenomenoldgicas para cambiar practicas de ensefianza, mientras
que Pérez (2020) enfatiza el papel activo del profesor en formacion en procesos de
modelacion. Mora (2015) subraya la importancia de vincular la disciplina con el contexto del
estudiante, considerando la complejidad de la ensefianza de contenidos matematicos. Aunque
el uso de la modelacion puede presentar desafios, su integracion en la formacion inicial puede
superar obstaculos y fomentar la disposicion del futuro profesor hacia esta estrategia de
ensefianza.
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Nuestra problematica.

Dada la incorporacion del calculo en el curriculo de educacién secundaria y su integracion
en los estandares de formacion inicial docente de matematica, junto con la identificacion de
obstaculos y dificultades en el aprendizaje de conceptos de limite, derivada e integral,
considerando la modelacion como una alternativa metodoldgica en la ensefianza del célculo,
planteamos la necesidad de disefiar una experiencia formativa desde una perspectiva de
modelacion, buscando promover la generacion de diversas representaciones de los conceptos
del céalculo escolar y profundizar en su comprension conceptual, manteniendo al mismo las
discusiones asociadas a lo procedimental.

Obijetivo presente en este escrito.

En esta investigacion, buscamos evidenciar como un proceso de modelacion favorece la
discusion procedimental de los objetos matematicos en el marco de un contexto de
experimentacion.

Antecedentes tedricos
Nuestra perspectiva de modelacién.

Para este trabajo entendemos el conocimiento matematico desde la linea de Buendia (2013),
en que la matematica toma sentido y significacion a partir de practicas no exclusivas de la
misma estructura matematica, si no de aquellas que pertenecen a un universo sociocultural
mayor. Siguiendo desde la linea sociocultural, Montiel (2010) sefiala sobre la matematica
escolar, que, reconocida como campo del saber, es capaz de identificar los significados
matematicos asociados a ella segun el escenario puesto en juego, ya sea por el conocimiento
de los grupos humanos, confrontacion de significados previos e insuficientes o bien, ante
nuevas situaciones problema. Esto es lo que entendemos como resignificacion de la
matematica escolar. Lo anterior nos invita a vivenciar este trabajo desde la perspectiva de
modelacion propuesta por Arrieta y Diaz (2015), quienes consideran que los procesos de
modelacion existen en relacion con la actividad humana.

Entonces, la modelacion es una practica de articulacion de dos entes para intervenir en uno
de ellos, denominado lo modelado, utilizando el otro, denominado modelo. Esta intervencion
puede tener diferentes propositos, como la prediccion, el diagnostico o la evaluacion. El ente
se convierte en modelo cuando el actor lo emplea para influir en el otro ente, convirtiéndose
asi en una herramienta. Los entes matematicos, al ser utilizados para modelar, se convierten
en herramientas (Arrieta y Diaz, 2015, p.35).
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Figura 1. La modelacién: el acto de modelar, el modelo, lo modelado y el dipolo modélico.
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Fuente: Arrieta y Diaz (2015).

En este sentido, el modelo matematico depende siempre de quien realiza la practica de
modelacion y se entiende como tal cuando se utiliza como herramienta para abordar un
fendmeno especifico. Desde esta Optica, el modelo no existe de manera independiente, sino
que surge en la actividad del modelador, quien, al articular el modelo y lo modelado,
conforma un dipolo modélico. Desde esta perspectiva y en un contexto de modelacion, Pérez-
Vera (2020) reporta resultados de significacion de la funcion cuadrética al modelar el
desplazamiento inclinado. Sefiala Pérez-Vera (2020) que se evidencia como la construccién
de un nuevo dipolo permite dar significado a distintos elementos del fendmeno, permitiendo
a quien modela construir un modelo general que redne los dipolos de forma separada y
también a la red completa.

Uso de tecnologias en un contexto de modelacion.

Segun Rodriguez y Quiroz (2016), la integracion de tecnologias en contextos de modelacion
matematica corresponde a un factor importante en cuanto a la vinculacion entre lo analitico
(respuestas matematicas) y los datos proporcionados por la tecnologia (respuestas fisicas).
De este modo, el uso de tecnologias, cuando se implementa estratégicamente durante el
proceso de modelacion, se convierte en un recurso valioso que facilita la conexion entre
distintos aspectos del ciclo de modelacion matematica. Ademas, el uso de tecnologia en la
modelacion no solo resulta importante, sino incluso indispensable para generar relaciones
significativas entre diversos dominios como el real, el fisico y el matematico, brindando un
apoyo sustancial a la vivencia de experiencias practicas.

Para evaluar el uso de tecnologias en contextos de experimentacion en el aula, nos
posicionamos desde Artigue (2002), quien plantea la evaluacion en términos pragmaticos,
como eficiencia, coste y campo de validez, y también destaca que las tecnologias deben
evaluarse en términos de un valor epistémico, que vele por el conocimiento disciplinar
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matematico en experiencias de su integracion en el aula. Esto pues, las tecnologias
contribuyen significativamente a la comprension de los objetos matematicos que involucran,
convirtiéndose asi en una fuente de cuestionamientos sobre la construccion de este
conocimiento.

Gaona (2018) aporta definiendo seis dimensiones: el valor pragmatico, el valor epistémico,
la alineacion curricular, los costos y flexibilidad de los recursos, y la participacion. Su analisis
se enfoca en la toma de decisiones con respecto a la integracion de las tecnologias en el aula,
y destaca que el valor epistémico no es intrinseco a la tecnologia en si misma, sino que se
puede analizar a partir de las tareas mediadas por ella. En este sentido, es importante que la
tecnologia dialogue de manera disciplinar en implementaciones de aula, tanto en términos
matematicos como cientificos, utilizando, por ejemplo, notacion y elementos estructurales de
la disciplina en cuestidn, que permitan generar un dialogo constante.

Metodologia
Paradigma metodoldgico.

La eleccion metodoldgica para nuestra investigacion se fundamenta en el paradigma de la
Investigacion-Accion, ya que ofrece oportunidades significativas en el ambito educativo al
integrar la reflexion critica y la accién directa para mejorar la propia practica. Este enfoque
permite a los educadores no solo identificar desafios dentro de su entorno, sino también
participar activamente en la resolucion de problemas, promoviendo un aprendizaje continuo
y una adaptacion efectiva a las necesidades cambiantes de los estudiantes y las comunidades
educativas (Pérez-Van-Leenden, 2019).

La Investigacion-Accion no solo se limita a identificar problemas y proponer soluciones;
también fomenta la innovacion y la reflexion constante. A través de la aplicacion de ciclos
de investigacién y accidn, los docentes pueden experimentar con nuevas practicas, evaluar
sus impactos y ajustar en consecuencia. Este proceso iterativo no solo mejora la calidad de
la ensefianza, sino que también contribuye al desarrollo profesional continuo, cultivando
comunidades de aprendizaje donde la mejora es una practica arraigada (Alban et al., 2020).

La Investigacion-Accion emplea una variedad de instrumentos y herramientas que potencian
la recopilacion de datos y la toma de decisiones informadas. Técnicas como mapas sociales,
entrevistas semiestructuradas, grupos focales y andlisis participativo de fuentes secundarias
se han destacado como eficaces para capturar la complejidad de los contextos educativos.
Estos métodos permiten una comprension mas profunda de las experiencias y percepciones
de los participantes, fundamentales para orientar las acciones correctivas y transformadoras
(Espinoza, 2020).
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Sobre la propuesta y su disefio.

Desde la postura de modelacion de Arrieta y Diaz (2015) consideramos necesario establecer
una postura sobre el disefio de situaciones de aprendizaje en un contexto de modelacion
matematica escolar con uso de tecnologias. Para lograr este proposito, utilizamos las
estructuras propuestas por Balda (2022) y adaptada para la modelacion propuesta por Pérez-
Vera y Salazar-Cortez (2024) que considera cinco fases para el disefio de situaciones de
aprendizaje desde un enfoque socioepistemoldgico, (1) introduccién, (2) exploracion, (3)
procedimental, (4) consolidacion, (5) ejercitacion.

Entendiendo que nuestra necesidad es un contexto de modelacion transitamos a una
propuesta de disefio de situacion de aprendizaje en un contexto de modelacién matematica
escolar en base a actividades, tomando como base un fendmeno a modelar, y generando como
actividades (1) la profundizacién en el fendmeno, principalmente en la literatura e
investigaciones, (2) el disefio de la experimentacion y toma de datos, (3) Modelacion
matematica con uso de tecnologias, generacion de diversos modelos como el modelo tabular,
el modelo gréfico, el modelo algebraico y otros modelos no matematicos, como esquemas,
mapas mentales, dibujos y figuras. (4) Conceptualizacion y mirada escolar del fendmeno,
identificar las posibilidades de enmarcar curricularmente la exploracién y significar los
modelos matematicos obtenidos en didlogo con el fendmeno y experimento realizado. (5)
institucionalizacion de los objetos matematicos puestos en juego (Pérez-Vera y Salazar-
Cortez, 2024). Este transito de las fases propuestas por Balda (2022) a una especifica para la
modelacién, creemos que representa una fortaleza en nuestra experiencia.

Figura 2. Actividades para el disefio de una situacion de aprendizaje en un contexto de modelacion
matematica escolar.

_— A3. Ciclo de
AZ. Disefio del .
. modelacion del
experimento .
/ fendmeno
|
I

Seleccion de un
fendmeno de
estudio

A4. Mirada escolar
del fenémeno

Al. Profundizacion
sobre el fendmeno

Institucionalizacién

Fuente: Pérez-Vera y Salazar-Cortez (2024)
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Sobre la implementacion.

La implementacion de la propuesta se realizd en la carrera de licenciatura en educacién
matematica de la Universidad Metropolitana de Ciencias de la Educacion (UMCE) durante
el segundo semestre de 2023, abarcando los meses de agosto a noviembre. El curso que
serviréd de base para el desarrollo de la implementacion se encuentra en el sexto semestre de
formacion de los futuros profesores de matematica y tiene por nombre “TICs para la
Ensenanza de la Matematica I’ de codigo MMAT604, curso que tiene por competencias
principales a desarrollar (1) la evaluacion de tecnologias y (2) el disefio de situaciones de
aprendizaje con uso de tecnologias, lo que propicia una alta articulacion con la propuesta que
se espera desarrollar. Participan un total de 18 estudiantes en un total de 14 semanas. El
estudiantado que participa, al encontrarse MMATG604 en el 6to semestre, ha aprobado de
forma previa los cursos de célculo integral y calculo diferencial, ademas de los cursos previos
de tecnologias, Fundamentos TICs y TICs para el aprendizaje de la matematica.

Los principales instrumentos de recoleccion de informacion fueron las (1) reflexiones y
analisis del estudiantado en formatos de informe con periodicidad semanal, (2) Observacién
participante y (3) diario de campo del investigador, quien cumple ademas con la labor de ser
el profesor del curso y quien lidera la implementacion de la propuesta.

Resultados

Con el fin de profundizar en los analisis se presentara en detalle la experiencia de un grupo
de trabajo conformado por dos estudiantes. Este grupo en su eleccion de fenémeno de estudio
el desplazamiento sobre el plano inclinado, a continuacion, se presentan los resultados de su
proceso en términos de (1) la profundizacion en el fenémeno (2) el disefio de la
experimentacién (3) Modelacion matematica con uso de tecnologias. (4) Conceptualizacién
y mirada escolar del fenémeno (5) institucionalizacion de los objetos matematicos puestos
en juego.

Investigacion y profundizacién del fenémeno.

La revision bibliogréfica realizada por los estudiantes se concentr6 en seis documentos, tres
articulos cientificos, un texto escolar y dos guias docentes curriculares. La revision se centra
en la exploracion de variables fisicas y matematicas que participan en el desplazamiento
inclinado, se identifican como principales variables en juego la masa, la velocidad,
aceleracion, tiempo, fuerza de gravedad, coeficientes de roce y geometria del objeto en
movimiento. Se reconoce a Galileo como un precursor clave en el estudio del movimiento en
planos inclinados, destacando su contribucion al establecimiento de las bases para el
entendimiento del movimiento uniformemente acelerado.
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Ademas, se resalta la importancia de las leyes fundamentales de la fisica, como la ley de la
inercia de Newton, para explicar la persistencia del movimiento de los objetos. Los
estudiantes demuestran un interés particular en la fuerza de roce por deslizamiento, haciendo
hincapié en su relacion con el coeficiente de roce, el cual depende del material y la rugosidad
de las superficies en contacto. Asimismo, se aborda la aceleracion como un factor
determinante en el cambio de la velocidad de un objeto, independientemente de si es un
aumento o una disminucion.

Figura 3. Profundizacidn en el fenémeno de estudio.

Consideramos a un bloque de masa m deslizando por la superficie de un
plano inclinado que forma un dngulo # con la horizontal (Fig.1) y que
presenta rozamiento de coeficiente cinético p El trabajo W de la fuerza de
rozamiento a lo largo del trayecto de longitud L es:

W = —pmgLcos(0) = —umgD

...Este parrafo da cuenta de cémo se relacionan diferentes aspectos del
fenémeno como masa, geometria, inclinacion y roce. En este caso, como
el objeto no rueda, la fuerza de roce hace trabajo

Fuente: produccion de estudiantes.
Disefio de la experimentacion.

La experimentacion se disefid en dos ambientes, ambos con las medidas presentadas en el
triangulo de la figura [insertar nimero de figura]. La primera experimentacion se realizo en
un ambiente digital de simulacion, utilizando el laboratorio de simulacion del software
TinkerCAD, que tiene la ventaja de poder seleccionar los materiales involucrados. La
segunda experimentacion se realiz6 de forma concreta utilizando madera para el plano
inclinado y una tapa de botella. En ambos casos la toma de datos se realiza con el software
tracker de analisis fisico de videos.

Figura 4. Disefio de experimento, simulacion y experimentacion.

Fuente: produccién de estudiantes.
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Ciclo de modelacién matematica.

La experiencia, tanto la simulacion como la concreta, permitieron a los estudiantes obtener
datos, manipularlos y construir los modelos tabulares correspondientes para cada

experimento, sefialan ademas que t corresponde al tiempo y X la distancia que recorre el

objeto en metros.

Figura 5. Modelos tabulares empiricos y simulacion.

t X t X t X
0,0000 0,0196 0,3754 0,1611 0,7508 0,4972
0,0417 0,0239 04171 0,1874 0,7925 0,5503
0,0834 0,0343 0,4588 0,2191 0,8342 0,6082
0,1251 0,0471 0,5005 0,2514 0,8759 0,6765
0,1668 0,0599 0,5422 0,2819 0,9176 0,7540
0,2085 0,0757 0,5839 0,3222 0,9593 0,8315
0,2503 0,0934 0,6256 0,3575 1,0010 0,9266
0,2920 0,1154 0,6673 0,4014 1,0427 1,0108
0,3337 0,1373 0,7090 04515 1,0844 1,1322

t X t X t x
0,0000 0,0024 0,3333 0,1223 0,6667 0,4530
0,0333 0,0123 0,3667 0,1441 0,7000 0,5033
0,0667 0,0183 0,4000 0,1659 0,7333 0,5599
0,1000 0,0252 0,4333 0,1897 0,7667 06197
0,1333 0,0331 0,4667 02214 0,8000 06826
0,1667 0,0430 0,5000 0,2521 0,8333 07534
0,2000 0,0569 0,5333 0,2848 0,8667 08320
0,2333 0,0708 0,5667 03215 0,9000 0,9091
0,2667 0,0876 0,6000 0,3617 0,9333 0,9971
0,3000 0,1035 0,6333 0,4058 1,0000 1,1969

Datos experiencia empirica

La identificacion de las variables fisicas comprometidas (Posicidn, aceleracion, fuerza de
gravedad, movimiento acelerado) permiten a los estudiantes establecer que el grafico se

Datos experiencia simulacion

Fuente: produccion de estudiantes.

aproxima a un polinomio de grado dos, reforzando esta afirmacion con la idea de que la
aceleracion es la razon de cambio de la posicion. Construyen el modelo algebraico con apoyo
de la herramienta de ajuste cuadratico de GeoGebra, reportandolas por separado, como dos
momentos distintos, la simulacién y la experimentacion.

Modelacién matematica como propuesta de trabajo para superar obstaculos y dificultades en el calculo escolar. Una experiencia en formacion inicial docente.

Figura 6. Modelos algebraicos.

Podran aqui ver que los puntos correspondientes a la experiencia empirica

se ap roximan a

Flx) = 09722 — 0,1z + 0,04,

Y en la simulacion digital a la siguiente curva,

Obs: En este experimento el objeto estd constantemente bajo influencia de la
fuerza de gravedad, lo que supone un movimiento acelerado, es decir, la posicion
varfa seglin una aceleracién y en consecuencia el grafico de la posicion en el
tiempo se aproxima a un polinomio de grado 2, ya que la aceleracion es la razon
de cambio de la razon de cambio de la posicion

g(z) = 1,382% — 0,281 + 0,04,

Fuente: produccién de estudiantes.
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Para construir el modelo geométrico, los estudiantes utilizaron el software GeoGebra, que
también fue el software empleado para crear los modelos algebraicos. A diferencia de los
modelos algebraico y tabular, que se realizaron y presentaron por separado, ambos modelos
gréficos (el de la simulacion y el concreto) fueron presentados en una misma grafica,
proporcionando informacion para identificar las diferencias y similitudes entre ambas
experimentaciones. Ademas, mediante el mismo software, se presentan las ecuaciones
discutidas junto con la gréfica correspondiente, lo que facilita la comparacion y comprension
de los resultados obtenidos.

Figura 7. Modelos graficos.

0982 =012 +0.04 15

Fuente: produccion de estudiantes.

Al realizar una revision retrospectiva del proceso de modelacién, se identifica que el ciclo
experimentado por los estudiantes atraviesa distintas etapas, cada una marcada por la
adopcion de diversos modelos. Inicialmente, el fendmeno bajo estudio se aborda disefiando
y ejecutando una experimentacion que se materializa de dos maneras: mediante una
simulacion y a través de una experimentacion con materiales concretos. Ambas
aproximaciones dan lugar a la emergencia de modelos tabulares, ricos en informacién, los
cuales, a su vez, sirven de base para la elaboracion de modelos algebraicos y, finalmente,
modelos graficos. Estos Gltimos son especialmente relevantes dentro del ciclo de modelacion,
principalmente porque ambas experiencias, simulacion y experimentacion, convergen en
dialogos en una sola grafica, lo que nos permite afirmar que la modelacion no se limita a un
tratamiento algebraico exclusivo, sino que facilita la conversacion y la transicion entre
diferentes modelos. Este proceso enriquece la comprension del fenédmeno estudiado al
permitir la identificacion de sus distintas facetas desde una perspectiva integral.
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Figura 8. Ruta de construccién del ciclo de modelacién, experiencia empirica y simulacion.

t X

0,0000 ),01960 % V- PQ 2 L IR
e S g(x) = 1,382 0,28z + 0,04
00834 0033
0.1251 00471 Sl
0,1668 0,0599 /[—\\ﬁ
e 5 = Modelo
Earbinans < Datos y modelo algebraico \
/ tabular simulacion \
e / ’ ; simulacion |
S c Simulacion |\ J ¥
\ ,.—%\, \ J 4
\\\ Disefio o gA
experimento / (f,‘
E t;
xperimentacion Detoey modala -/
tabular Modelo =
experimentacion algebraico
\ experimentacion
- t x
N 0024 \ ,,//
" . f(z) = 09722 — 0.1z + 0,04
s ‘l X

Fuente: produccion propia.
Institucionalizacion y conceptualizacion.

Cada modelo contribuye con elementos especificos al entendimiento global del fenémeno,
pero es la convergencia de todas las representaciones la que ofrece una vision mas completa
y compleja. Se destaca que la conceptualizacion de los objetos matematicos no constituye
una etapa final, sino un proceso continuo que se profundiza con el avance del ciclo de
modelacién. Desde los momentos iniciales, como la experimentacion o el disefio
experimental, emergen conceptos impulsados por las necesidades o caracteristicas del
fenémeno estudiado. A medida que el ciclo avanza, cada modelo contribuye no solo a la
conceptualizacién del objeto matematico en cuestidn, sino también a la del propio fendémeno
modelado. Esto implica que no solo se moviliza el conocimiento matematico, sino también
se integran elementos del contexto, otorgando asi significado contextual a los objetos
matematicos, mas alla de su dimension puramente matematica. Para ejemplificar esto, se
presenta un analisis reflexivo realizado por los estudiantes.
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Figura 9. Significados de la derivada.

Una vez obtenido el grafico de posicion y tiempo usando ajuste polinémico de
grado 2, podemos derivar esta funcion (la llamaremos funcién posicion) respecto
al tiempo para obtener su razéon de cambio. La razon de cambio de la funcién
posicién respecto al tiempo es lo que llamamos velocidad. Podemos derivar la
funcién velocidad para encontrar la funcién aceleracion, es decir, la razén de
cambio de la velocidad respecto al tiempo.

Fuente: produccion de estudiantes.

En el analisis realizado por los estudiantes, presentan que la derivada recibe su significado
como el estudio del cambio en un contexto de modelacion del plano inclinado, esto nos
permite evidenciar que el proceso de modelacion del fendmeno, al poner en juego objetos
matematicos, favorece su significacion.

En un proceso posterior dentro del desarrollo de la modelacion del plano inclinado, los
estudiantes sefialan que al conocer la aceleracion y conocer a esta como una constante,
permite establecer a la velocidad como la integral de la aceleracidn, esta discusion se presenta
en la imagen a continuacion.

Figura 10. Reflexion sobre aceleracion e integral.

Finalmente hemos obtenido una expresion para calcular la aceleracion del obje-
to. Dada la naturaleza del fendémeno, la aceleracion es constante y conociéndola
también podemos conocer la posicion y velocidad del objeto en funcion del tiem-
po. Dado que que la velocidad es la integral de la aceleracion, y la aceleracion
es una constante, tendremos que la velocidad del objeto en funcion del tiempo

Sera:

V(t)=al
de manera analoga, la posicion del objeto en funcién del tiempo queda definida
por: X)) = nfz(().-r))

La actividad propuesta es determinar g experimentalmente y calcular con el
modelo descrito la aceleracion del objeto dado un angulo especifico para luego
comprobar si se puede observar lo mismo empiricamente al hacer las medicio-
nes con tracker y el analisis de datos en geogebra, Es decir, si lo observado se
corresponde con lo tedrico.

Fuente: produccion de estudiantes.
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Conclusiones
Modelacion matematica y superacion de dificultades.

Identificamos inicialmente que las principales dificultades en la ensefianza del calculo
escolar estan asociadas a un tratamiento predominantemente procedimental de los conceptos
y a un enfoque en un Unico registro, generalmente el algebraico. La incorporacién de la
modelacion, por su naturaleza, favorece la emergencia de diversos modelos (o registros); en
esta experiencia, desde la experimentacion y la simulacion, surgen lo tabular, lo grafico y lo
algebraico. Estos diferentes modelos dialogan entre si para aportar mayor informacién al
andlisis. Los modelos gréaficos de ambas experiencias se presentan en el mismo plano
cartesiano mediante el uso de GeoGebra, lo que demuestra inicialmente que la generacion de
diversos modelos o representaciones es parte integral de la actividad de modelar. Tomando
esto como base, y la generacion de didlogos entre modelos junto con los saberes
procedimentales, se facilita un transito hacia lo conceptual. Esto significa que lo
procedimental, que se pone en juego en un proceso de modelacion, se fortalece con los
didlogos que se generan entre los diversos modelos emergentes, avanzando hacia un
tratamiento mas conceptual de los objetos matematicos. También evidenciamos que lo
conceptual no es una fase final en el proceso de modelacion; se desarrolla a lo largo de todo
el proceso, y su avance o profundidad se ve potenciado por los diversos modelos y como se
articulan entre si. Esto nos permite entender que los modelos no solo son representaciones
del fendbmeno; también son formas variadas de aproximarse a los objetos matematicos.

Rol de las tecnologias en la facilitacion del proceso de modelacion.

El valor pragmatico de la tecnologia representa la mayor fortaleza observada en esta
experiencia. Las tecnologias proporcionan una base, evidenciada principalmente en la
diversidad de modelos en sus versiones digitales, que favorece la discusion en términos del
valor epistémico y facilita la transicion de lo procedimental a lo conceptual. Las tecnologias
enriquecen la discusion; aunque es posible realizar el proceso de modelacion sin herramientas
tecnoldgicas, la variedad de modelos estd intrinsecamente relacionada con el uso de
tecnologia. En esta experiencia, fue posible analizar el fendmeno a través de dos rutas: la
experimentaciéon con analisis de software y la simulacion para la toma de datos. Ambas
experiencias, integramente tecnoldgicas, se articulan desde un valor pragmatico, propiciando
discusiones que confieren un alto valor epistémico al proceso de modelacion.

Retos enfrentados por educadores y estudiantes durante la implementacion de la
modelacion matematica y el uso de tecnologias.
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En el proceso de implementacién de la modelacion matematica y la integracion de tecnologia
en el &mbito educativo, se evidenciaron diversas dificultades, entre las cuales destaco el
cambio en la dinamica de la ensefianza en el aula. Inicialmente, los estudiantes se
encontraban habituados a clases tradicionales, caracterizadas por una transmision
unidireccional de informacion, lo cual generaba un desafio al invitarlos a participar
activamente en procesos de modelacion. Esta transicion exigia una mayor implicacion,
reflexion y protagonismo por parte de los estudiantes en su proceso formativo, lo cual
representaba un cambio significativo en su rol dentro del aula. Superar esta barrera
inicialmente se revelé como uno de los desafios mas complejos, tanto en lo que respecta a la
adopcion de la modelacion matematica como al uso de tecnologia.

La introduccion de tecnologias, al no ser una practica previa para los estudiantes, constituia
otro obstaculo inicial. La falta de familiaridad o habilidades en el manejo de la tecnologia
dificultaba la obtencion de los resultados esperados en el proceso de modelacion. Para
superar esta dificultad, se implementdé un acompafiamiento constante en el aula, con el fin de
apoyar a los estudiantes en la superacion de esta barrera tecnoldgica. Dado que el enfoque
del curso se centraba en la evaluacion de tecnologia, aunque complejo, este aspecto resulto
mas abordable, pues se anticipaba que la tecnologia representaria un desafio para los
estudiantes. En consecuencia, uno de los objetivos del curso consistia en facilitar la
superacion de estos obstaculos. Inicialmente, la combinacion de liderar los procesos de
modelacién y la integracion de tecnologias para el andlisis se present6 como un desafio
significativo. No obstante, a medida que se superaban estas dificultades, se observaba un
progreso notable y los estudiantes lograban incorporar herramientas tecnolégicas en sus
actividades reflexivas de modelacion, lo que les permitia alcanzar resultados satisfactorios y
profundizar en las discusiones académicas.

Relacion de hallazgos con la perspectiva sociocultural del aprendizaje matematico.

La modelacién desde la perspectiva sociocultural se fundamenta en las herramientas
matematicas del modelador, las cuales, en interaccion con las experiencias, generan un
entendimiento profundo del fendmeno estudiado. Esta intervencion implica una
reconfiguracion de las herramientas de quien modela, dando lugar a la emergencia de nuevas
herramientas matematicas que adquieren sentido y significado dentro del contexto especifico
en el que se desarrollan.

La existencia de una matematica escolar, junto con los significados iniciales de los conceptos
matematicos y el enfoque procedimental de la matematica, conforman un escenario
fundamental. Cuando estos tres elementos se incorporan en la vivencia de un ciclo de
modelacion y se integran en todo el proceso, observamos como la matematica escolar se
transforma en un saber matematico escolar. Es decir, que los significados inherentes a la

Modelacién matematica como propuesta de trabajo para superar obstaculos y dificultades en el calculo escolar. Una experiencia en formacion inicial docente.

Ivan Pérez-Vera y Paulina Salazar-Cortez




Acta Latinoamericana de Matematica Educativa. VVol. 37 No. 1 (2024)

matematica escolar experimentan una resignificacion contextualizada, mientras que los
procedimientos utilizados en el ciclo de modelacién se convierten en conocimiento
conceptual. De esta manera, los ciclos de modelacién promueven una evolucién significativa
en la comprension y aplicacion de la matematica, enriquecida por la interaccion dinamica
entre el contexto, las herramientas matematicas y las experiencias del modelador, aportando
de forma significativa en procesos de formacion inicial docente.

Figura 11. Transformaciones al vivenciar un ciclo de modelacién matematica escolar.

]

Uso Saber
Matematica ‘\/ — ~\\/y Matematico
/ Escolar

Escolar \

Procedimental [ Mgﬂ?&g%n ],,\/y Conceptual

Significado /

Resignificacion
\. - /i/J
Contexto

L— zomexo—

Fuente: produccion propia.

Sobre la incorporacién de la modelacién matematica en la formacion inicial de docentes
de matemética.

Finalmente, en términos de la incorporacion de la modelacién matematica escolar en la
formacion inicial de profesores de matematica, dimos cuenta que en términos de superacién
de obstaculos se presenta un alto logro. Sin embargo, creemos que el aporte es mucho mas
profundo, primero desde lo metodolégico, rompiendo la estructura de clase tradicional, no
en términos de participar en una nueva metodologia o forma de hacer clases, se trata en forma
simple, pero consistente, en acercar a los futuros profesores de matematica a vivenciar la
actividad matematica entendida como el quehacer del matematico y repensar sobre su futura
actividad en el aula.
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